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DEFINICION

Producto cruz

Sean u = aji + bjj + ¢,k y v = a;i + b,j + ¢;k. Entonces el producto cruz (cruz vectorial)

de u y v, denotado por u X v, es un nuevo vector definido por

uxyv= {blﬂz - C|h}}i ar (C|ﬂ1 - ﬂ]ﬂz)i + (ﬂlbz - blaﬂk
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(4.4.1)

El producto cruz fue definido por
Hamilton en uno de una serie

de articulos publicados en Philo-
sophical Magazine entre 1844 y
1850.



Veamos un teorema gue nos permitira luego calcular el producto cruz de

forma mas sencilla.

® Teorema 4.4.1
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que es igual a u X v segun la definiciom 4.4.1.

En realidad no estamos calculando el determinante, dado queii, jvy
k son vectores; pero el método nos permite calcular el producto
cruz sin tener que recurrir a la formula expresada en la definicion.
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CALCULO DEL PRODUCTO CRUZ ENTRE
VECTORES

QEJEMPlU 4.4.2 Uso del teorema 4.4.1 para calcular un producto cruz

Calculen % v,dondeun = 2i + 4j — Skyv = —3i — 2j + k.

i j k
ASolucion uxv=| 2 4 —5|=(4-10)i—(2—15)j+(—-4+12)k
-3 -2 1

= —6i +13j+8k

ANALISIS DE SISTEMAS  FCyT SEDE CHAJARI



PROPIEDADES

® Teorema 4.4.2

Sean u, v y w tres vectores en R’ y sea ar un escalar, entonces:

DuX0=0xXu=20
ii) uXv=—(vXu) (propiedad anticonmutativa para el producto vectorial).
iii) (em) X v = au X v)
iv) u X (v + w) = (u Xv)+ (uXw) (propiedad distributiva para el producto vectorial).
V) (X v)-w=u-(vXw) (esto se llama triple producto escalar de u, v y w).
vi) u-(uXv)=v-(uxXv)=0 (esdecir,u X v es ortogonal au y a v).
vii) Siunivson el vector cero, entonces u y v son paralelos si y solo siu X v = 0.

Del apartado vi. podemos concluir que los vectores u y
uxv son ortogonales, al igual que v y uxv.
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VECTOR NORMAL

Se sabe que u x v es un vector ortogonal a u y v, pero siempre habra dos vectores unitarios
ortogonales a u y v (vea la figura 4.27). Los vectores n y -n (n por la letra inicial de normal)

son ambos ortogonalesa uy v.

X

Figura 4.27

Existen exactamente dos vectores, ny —n, ortogonales a
dos vectores no paralelos uy v en R,
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ANGULO ENTRE VECTORES,

OTRA FORMA DE CALCULARLO

® Teorema 4.4.3

Si ¢ es un dngulo entre u y v, entonces

[u X v| = |u| |v| sen ¢ (4.4.2)

@ Demostracién

No es dificil demostrar (comparando coordenadas) que Ju X v = Juf [vf* — (u - v)* (vea
el problema 40). Entonces, como (u - v)? = Juf’ |v]* cos® ¢ (del teorema 4.3.2, pagina 263),

Jux v = Juf* vf — Juf* v cos” @ = Juf’ |vf’ (1 — cos® )
= [uf v’ sen’ ¢

y ¢l teorema queda demostrado después de sacar la raiz cuadrada a ambos lados de la
ecuacion. Observe que sen ¢ = 0 porque 0 = ¢ = 7.
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Una aplicacién del producto cruz

El area del paralelogramo que tiene lados adyacentes (4.4.3)
uyvesigual a|u| [v| sen ¢ = |u X v] o

R(—3,1,6)

<Por qué?

0(2,1,4)
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Calculo del area de un

paralelogramo

oy —
Area = |PQ X QR| = |(i — 2j + 6k) X (—5i + 2k)|

i ] k
=| 1 =2 6|=|-4i—32j—10k|= /1140 unidades cuadradas.
-5 0o 2
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Vemos otra aplicacion

Interpretacion geomeétrica del triple producto escalar

Sean u, v y w tres vectores que no estan en ¢l mismo plano. Entonces forman los lados de un
paralelepipedo en el espacio (vea la figura 4.32). Calculemos su volumen. La base del paralele-
pipedo es un paralelogramo. Su area, de (3), es igual a u X ¥|.

W
uxv ; ¥
0" Figura 4.32
Tres vectores u, v y w, que no estan en el mismo
u plano, determinaran un paralelepipedo en [,

El vector u X v es ortogonal tanto a u como a v, y por ello es ortogonal al paralelogramo
determinado por u y v. La altura del paralelepipedo, A, se mide a lo largo del vector ortogonal
al paralelogramo.

Del analisis de la proyeccion en la pagina 251, se ve que /i es el valor absoluto de la com-
ponente de w en la direccion (ortogonal) u X v. Asi, de la ecuacion (4.3.10) en la pagina 264:
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. -(u X
h = componente de w en la direccion u X v = w-(uxv)
[u X v|
Entonces
Volumen del paralelepipedo = area de base X altura
we(u Xy
=|u X v I (u xv) =|w-(uxv)
[u |
Es decir,

El volumen del paralelepipedo determinado por los tres
vectores u, vy w es igual a |[(n X v) - w|. Dicho de otro modo,
valor absoluto del triple producto escalar de u, vy w.
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Calcular el volumen del paralelepipedo determinado por
lOs vectores i-j,3i+ 2k ~7j+ 3k.

<)

<

ANALISIS DE SISTEMAS FCyT  SEDE CHAJARI(

11



® AuToevaLuaciéon 4.4

) ixk-kxi=

a) 0 b) j
m i-xk=__

a) 0 by 0
) iXjxk

a) 0 b) 0

IV) (i+)X@{+k =
a) 0 b) 0

V) Elseno del angulo entre los vectores u y w es

|u X wl
a) —— b)
Juf[wi

Ju-wi

c)

Jux wl

VI) uXu=

a) |uf? b1

|u><w|

o]

d) |u><w|—|u~w|

d) —2j

d) i—j+k

d) no esta defimdo

d)yi-j+Kk

d) 0
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@ Respuestas a la autoevaluacion

D d)

—_— V) d)

FCyT
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1D ¢)

V) a)

III) b) = vector cero [Nota. i X j X k estd definido
porque (i X j) Xk =0=1iX[jx k)]

VY1) ¢) = vector cero
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