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ANGULOS ENTRE VECTORES

@Deﬂnlr.l&n 4.2.1

Angulo entre vectores

Sean u y v dos vectores diferentes de cero. Entonces el angulo ¢ entre u y v esta definido
como el &ngulo no negativo mas pequefio’ entre las representaciones de u y v que tienen
¢l origen como punto inicial. Siu = a@v para algun escalar a, entonces ¢ = Osia =0y
g=msia<0.

¢

'.lT/" N
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Veamos un teorema que nos permitira luego plantear una forma de

calcular el angulo entre dos vectores.

® Teorema 4.2.1 La magnitud de un vector en términos
del producto escalar

Sea v un vector. Entonces

MP=v-v (4.2.2)

9 Demostracién

Sea v = (a, b). Entonces
v} = & + b

vev=(a,b) - (@ab)y=a-a+b-b=d + =}

Aqui debemos recordar cdmo esta definido el producto punto (o
escalar) de vectores.
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CALCULO DEL ANGULO ENTRE VECTORES

® Teorema 4.2.2

Sean u y v dos vectores diferentes de cero. Si @ es el angulo entre ellos, entonces

u-v
|uf[v]

COs @ =

ANALISIS DE SISTEMAS  FCyT

SEDE CHAJARI

(4.2.3)

Verifiquémoslo
para un caso.
u=(1, -2)

v= (-3, 6)



LA DEMOSTRACION

@ Demostracion

La ley de los cosenos (vea el problema 3.4.10, pagina 223) establece que en el triangulo
de la figura 4.12

& =a + b — 2abcos C

(a;, by)

(@ by) R
a

Figura 4.12 Figura 4.13

Triangulo con lados &, by c Triangulo con lados |ul, [v]y [v — u].

Ahora se colocan las representaciones de u y v con los puntos iniciales en el origen de
manera que u = (a,, b)) y v = (ay, by) (vea la figura 4.13). Entonces de la ley de los cose-
nos, |v —u > = |v> + [uf* — 2Ju| |v] cos ¢. Pero

de (4.2.2) teorema 2.2.1 iii ), pagina 64

: .

V—uf=(v—-u):-(v—u)=v-v—2u-v+u-u
= v} = 2u-v+ uf

Asi, después de restar [v|> + |u]’ en ambos lados de la igualdad, se obtiene
—2u - v = —2|u| |v| cos ¢, y el teorema queda demostrado.
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VECTORES PARALELOS

(D> Definicién 4.2.2

Vectores paralelos

Dos vectores diferentes de cero u y v son paralelos si1 el angulo entre ellos es cero o 7.
Observe que los vectores paralelos tienen la misma direccion o direcciones opuestas.

® Teorema 4.2.3
S

Siu# 0, entonces v = @u para alguna constante o si y s6lo si u y v son paralelos.
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VECTORES ORTOGONALES

@Deﬂniciin a.2.3

Vectores ortogonales

Los vectores u y v diferentes de cero son ortogonales (o perpendiculares) si el angulo

entre ellos es %

® Teorema 4.2.4

—

Los vectores u y v diferentes de cero son ortogonales si y solosiu - v = 0.

-dato

u-v
|uf|v]
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éPor qué?

Porque el coseno es 0 en
T
— , esto es, cuando el

2
angulo es ortogonal.
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Un ejemplo

@EJEMPLD 4.2.3 Dos vectores ortogonales

Demuestre que los vectores u = 3i + 4j y v = —4i + 3j son ortogonales.

(u-v)
(Jull¥[)

24 Solucion w-v=3-4-4-3 = 0. Esto implica que cos ¢ =
T
5"

= 0, y como ¢ esta

en el intervalo |0, 7], @ =

ANALISIS DE SISTEMAS  FCyT SEDE CHAJARI



PROYECCION Lo analizamos

graficamente

@neﬂnlclén a.2.4

Proyeccion

Sean u y v dos vectores diferentes de cero. Entonces la proyeccion de u sobre v es un vec-
tor denotado por proy, u, que se define por

proy u= T .|:r v (4.2.4)
v

La componente de u en la direccion

deves 2Y y s un escalar. L,

[v]

v . . N -
Observe que = es un vector unitario en la direccion de v.
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@EJEMFLG 4.2.4 Calculo de una proyeccion

Vemos un ejemplo

Seanu = 2i + 3jyv =i + j. Calcule proy,u.

44 Solucién Proy,u = ("l;;h = [{J%F} v = E} + GJ! (vea la figura 4.16).

Y —2i +3]

“ 2.3 o \é/

7 (303

Figura 4.16
La proyeccion de (2, 3) sobre (1, 1) es (£, 5).
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CJEJEHIPLD 4.2.5 Calculo de una proyeccién

Vemos otro ejemplo
Seanu = 2i — 3jyv =i + j. Calcule proy, u.

A 50lucidn  En este caso "—l; = —%:asij proy,u = ——;i - %j{wa la figura 4.17).
V"
y
]
— v=1i+j
| O I -
— 1
3N
u=2i—3j
Figura 4.17
La proyeccion de 2i — 3j sobre -1 f
5 5
i +jes—3i—3J. 2= 7
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Observacidn I. De las figuras 4.14 v 4.15 y del hecho de que cos ¢ = ﬁ se deduce que

vV y proy, u tienen:
i) la misma direccionsiu-v >0y
ii) direcciones opuestas siu - v << 0.

Figura 4.15
a) v y proy, u tienen la misma direccidn siu - v = 0,
b) v y proy, u tienen direcciones opuestas siu - v < 0.

Observacidn 2. Se puede pensar en la proy, u como la componente de v del vector u.
Observacidn 3. Siu y v son ortogonales, entonces u - v = 0, de manera que proy,u = 0.
Observacidn 4. Una definicion alternativa de la proyeccion es: siu y v son vectores diferentes de

cero, entonces proy, u es el inico vector con las siguientes propiedades:

i) proy, u es paralelo a v.
ii) u — proy,uwesortogonalav. —— >  \erteorema 4.2.5
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® AuTtoevaLuacion 4.2

Di~j=_____ .
a) 1 B) J(0-1)* +(1—-0)
¢ 0 d) i+j

1) (3,4)- (3,2) =

a) (3+3)4+2)=1306 b) (3)(3) + (4x2) =17
A (3-32-49=0 d) 3) - @) =1
IIT) El coseno del angulo entrei + jei — jes
1
a) 0i + 0j b) 0 ) 2 d) 2250
2+0
1V) Los vectores 2i — 12j y 3i + [%]j son
a) Ni paralelos ni ortogonales b) Paralelos
¢) Ortogonales d) Idénticos
V) Proyu =
0w W A u-wu @ Respuestas a la autoevaluacion
= ™ b W] € W = o [ D o) ) b 1) b) IV) ¢) V) ¢
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