SISTEMAS DE ECUACIONES

RESOLUCION DE SITUACIONES PROBLEMATICAS, INTERPRETACION GEOMETRICAS DE
SISTEMAS DE 3 ECUACIONES CON 3 INCOGNITAS, SISTEMAS HOMOGENEQOS
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B. Considere el sistermna:

Sxy + l0xy = 2xy = o
—6x, — 1lx, — 2z, = b

Ejercicio ot gt b

reS u e |tO Determine las condiciones de a, by ¢ para que el sistema sea Inconsistente.

Resolucion por método
Gauss-Jordan
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Sistema de ecuaciones para la resolucion de
situaciones problematicas

@FIEMPLO 1.2.9 Un problema de administraciéon de recursos

Un departamento de pesca y caza del estado proporciona tres tipos de comida a un lago que
alberga a tres especies de peces. Cada pez de la especie | consume cada semana un promedio
de 1 unidad del alimento A, | unidad del alimento B v 2 unidades del alimento C. Cada pez de
la especie 2 consume cada semana un promedio de 3 umdades del alimento A, 4 del B v 5 del
C. Para un pez de la especie 3, el promedio semanal de consumo es de 2 umdades del alimento
A, 1 umdad del alimento B v 5 unidades del C. Cada semana se proporcionan al lago 25 000
unidades del alimento A, 20 000 umdades del alimento B y 55 000 del C. 81 suponemos que los
peces s¢ comen todo el alimento, jcuintos peces de cada especie pueden coexistir en el lago?

Especie 1 1ualimento A, 1u alimento B, 2u alimento C
Especie 2  3ualimento A, 4u alimento B, 5u alimento C
Especie 3  2u alimento A, 1u alimento B, 5u alimento C

25.000u alimento A 20.000u alimento B y 55.000u alimento C
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jcuintos peces de cada especie pueden coexistir en el lago?

Especiel 1ualimento A, 1u alimento B, 2u alimento C
Especie 2  3ualimento A, 4u alimento B, 5u alimento C
Especie 3 2ualimento A, 1u alimento B, 5u alimento C

25.000u alimento A 20.000u alimento B y 55.000u alimento C

Especie 1: x,; indicara la cantidad de peces de la especie 1
Especie 2:  x, indicara la cantidad de peces de la especie 2
Especie 3: x;indicara la cantidad de peces de la especie 3

Observando el consumo del alimento A, tenemos:
xp + 3x, + 2x; = 25000 = suministro total por semana de alimenio A. 51 se obtiene una ecua-
cion similar para los otros dos alimentos se lega al siguiente sistema de ccuaciones:

xp + 3%, + 2x, = 25000
a +dx, + x; = 20000
2xy + 5x, + S5x; = 55000

La matrnz aumentada del sistema es

1 3 2 | 25000
1 4 1 | 20000
2 5 5 | 55000
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Utilizando reduceion de Gauss-Jordan

gor-8 (1 3 2 | 25000) Rok-ik
- B f, +
BRok-IM o 1 -1 | —5000 |t
0 -1 1 | 5000

Xy — X3 = _5000
X5 , variable libre

1 0 5 | 40000
o 1 -1 | —5000
o0 Q0 | |

Por consiguiente, si x, s¢ clige arbitrariamente, se tiene un namero infinito de solu-

ciones dada por (40 000
nE0yx,=0 Como x,=

- 51|.-3.| 'Tl -
vy, — 5000 = (), se ticne x, =

5 000, x,). Por supuesto, se debe tener x; = 0,

= 5 000. Esto significa que

0=x,=40000 — 55 {JGU] = ]5 000, Por dltimo, como 40 000 — 5x; = 0, s¢ tiene

que x; = 8 000, Esto significa gque las poblaciones que
con Llodo el alimento consumido son
v = 40000 — 5x,
5000 = x, = 8000

51 x3 = 6000, entonces x, = 10000 y x, = 1 000,

FCyT SEDE CHAJARI

pueden convivir en el lago
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ACTIVIDAD

Un ebanista fabrica sillas, mesas para café v mesas para co-
medor. Se necesitan 10 minutos para lijar una silla, 6 para
pintarla v 12 para barnizarla. Se requieren 12 minutos para
Iijar una mesa para café, ocho para pintarla y [2 para bami-
zarla. Son necesarios 15 minutos para lijar una mesa para
comedor, 12 para pintarla v 18 para barnizarla. El centro de
Iijado estd disponible 16 horas a la semana, el de pintura 1]
horas a la semana y el de barnizado 18 horas. ;Cudntas uni-
dades de cada mueble deben fabricarse por semana de mo-
do que las mesas de trabajo se utilicen a toda su capacidad?

30 sillas, 30 mesas para café y 20 mesas para comedor
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La geometria de un sistema de tres ecuaciones

con tres incognitas

— |
—

Figura 1.8

F X
" - El plano 3 es paralelo a L, la recta de
s .
: Figura 1.6 z interseccidn de los planos 1 y 2.

. Doz planos e intersecan en
Figura 1.4 o —y una recta.
Los tres planos se intersecan
en un soko punto. x | Vo

[

Figura 1.5

Los tres planos se intersecan

en la misma recta, o
Figura 1.7
Lot planas paralelas no tenen
puntos en comin,
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Cada ecuacidon en un sistema de 3 ecuaciones con 3 incégnitas es la ecuacién de un
plano. Cada solucidn (x, vy, z) al sistema de ecuaciones debe ser un punto en cada uno de
los tres planos. Existen seis posibilidades:

1. Los tres planos se intersecan en un solo punto. Por lo gue existe una solucidn anica para el
sistema (vea la higura 1.4).

2. Los tres planos se intersecan en la misma recta, por lo que cada punto sobre la recta es una
solucion vy el sistema tiene un nimero infinito de soluciones (vea la figura 1.5).

3. Los tres planos coinciden. Entonces cada punto sobre el plano es una solucion y se tiene
un nimero infinito de soluciones.

4. Dos de los planos coinciden ¢ intersecan a un tercer plano en la recta. Entonces cada punto
sobre la recta es una solucion y exisie un nimero infinito de soluciones (vea la figura 1.6).

5. Al menos dos de los planos son paralelos y distintos, por lo gue ningin punto pucde estar
en ambos y no hay solucion. El sistermna ¢s inconsistente (vea la hgura 1.7).

6. Dos de los planos coinciden en una recta L. El tercer plano es paralelo a L (v no contiene
a L), de manera que ningin punto del tercer plano se encuentra en los dos primeros. No
existe una solucidn y el sistema es inconsistente (vea la figura 1.8).

En todos los casos el sistema tiene una solueidn dnica, un nimero infinito de soluciones o es
inconsistente. Debido a la dificultad que representa dibujar planos con exactitud, no ahonda-
remos mis en ¢l tema. No obstante, es atl analizar como las ideas en el plane xy se pueden

zxtender a espacios mds complejos.
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Sistemas homogéneos de ecuaciones

Un sistema general de m X i ecuaciones lineales [sistema (1.2.10), pagina 16] se llama homogé-
neo si lodas las constantes by, b, ... b, son cero; si alguna o algunas de las constantes by, . . .,
b, es 0 son diferentes de cero, decimos que el sistema lineal s no homogéneo. Es decir, el sistema
general homogéneo estd dado por

EI'“_‘L'] + a]l""'-l + sax + ﬂhl"'—ﬁ' - u
HEI'T| + ﬂl:"'—: + L + HIJ.I:"'-J.I ={]
_ - - : (1.4.1)
ﬂ.l.ll|'1'"-] + amlxl L ”JH‘JI'TH' = u
Soluciones triviales y no triviales
Para sistemas generales homogéneos, x1 = x2 = ... xn = 0 es siempre una

solucion (llamada solucidn trivial o solucidn cero), por lo que sélo se tienen
dos posibilidades: la solucion trivial es la Unica solucion o existe un numero
infinito de soluciones ademas de ésta. Las soluciones distintas a la solucién
cero se llaman soluciones no triviales.
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Veamos algunos ejemplos

3 - L - " ) - r - -
- :.EJEHPLD 1.4.1 Sistema homogéneo que tiene unicamente la solucion trivial
Resuelva el sistema homogéneo de ecuaciones

11:I +--'-1-:t'3 +Eu:t'3 =)
dx, +5x, +6x, =0

e
Jx, + ox, —2x, =0

A4 50lucion  Esta es la version homogénea del sistema del ejemplo 1.2.1 en la pagina 8. Al
reducir en forma sucesiva, se obtiene (después de dividir la primera ecuacion entre 2)

1 2 3| 0) mok-4r (1 2 3|0 1 2 3]0
45 6| 0|22 o -3 —6 | 0|22 o z|u]
31 =210 0 -5 —11 | 0 0 -5 —11 | 0
R—+R -1R, 1 0 -1 | 0O 1 0 -1 | O R,—R, + R, 1 00| 0
BB Jo1 2102501 20— 01010
00 -1 0 00 10 00110

Asi, el sistema tiene una solucién unica (0, O, 0). Esto es, la Unica solucidn al sistema es la
trivial.
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@EJEMPLG 1.4.2 Un sistema homogéneo con un numero infinito de soluciones

Resuelva el sistema homogéneo
x+ln— =0
3x; —3x, +2x;, =0
—x;— 1lx;+ 6x;= 0

24 50lUcion Al hacer uso de la eliminacion de Gauss-Jordan se obtiene, sucesivamente,

1 2 =1 | 0} m-r-3k [1 2 -1 1] 0
K, — 8, + K _
3 -3 210 0 -9 5|0
-1 —-11 6| 0 0 -9 5|0
1 2 -1 | 0} &sr-22, (1 0 —5 | O
R,— &R, 5 B—R, +9R, 5
01 -5 0 20 1 —5 |0
0 -9 51| 0 00 0]0

Ahora la matriz aumentada esta en la forma escalonada reducida por renglones, v, como tene-
mos un reglon de ceros, esto nos indica gue existe un numero infinito de soluciones. Si elegimos
a X; como parametro, encontramos gue toda solucion es de la forma [%.1’3, %.‘L‘;,I;}- 81, por
ejemplo, x; = 0, se obtiene la solucion trivial. 8i x; = 1 se obtiene la solucion %, %] S1x,=
Qg se obtiene la solucion (7, 5w, 9m).
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QEJE MPLO 1.4.3 Un sistema homogéneo con mas incognitas que ecuaciones
tiene un namero infinito de soluciones

Resuelva ¢l siguiente sistema

.T| T ."l.-: - ."1-3 — {]

1.4.2
4_\.'| - 2.\.‘: + ?_"1‘3 - {] [ }

a4 Solucion Al reducir por renglones, utilizando el método de Gauss-Jordan se obtiene

I 1 —1 | 0} geg-ax (1 1 —1]0
4 =2 7] 0 ’

0 -6 11 | 0
3
B— LR, 1 1 -1 | 0O R—R K 10 3 | 0
e = e
u1—%|u S L

En esta ocasion tenemos mas incognitas gue ecuaciones, por lo que hay un nimero infinito de

soluciones. Si elegimos a x; como parametro, encontramos que toda solucion es de la forma
=5 .. .. j

LS oo o

i 6 ivg

En términos generales, si hay mas incégnitas que ecuaciones, el sistema homogéneo
siempre tendra un numero infinito de soluciones.
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(R» Resumen 1.4

* Un sistema homogéneo de m ecuaciones con n incognitas es un sistema lineal de la forma (p. 38)
ayx + apx; + o+ ay,x, =0

al|.\.’l + azz.\'z + ndne + aznx' = 0

ap X ta,,x + - +a,,x, =0
* Un sistema lineal homogéneo siempre tiene la solucién trivial (o solucion cero) (p- 38)
x3=x==x,=0

L]

» Las soluciones para un sistema lincal homogéneo diferentes de la trivial se denominan soluciones
no triviales. (p- 38)

» El sistema linecal homogéneo anterior tiene un nimero infinito de soluciones si tiene mas incogni-
tas que ecuaciones (n > m). (p. 40)

| I} ;Cuiles de los siguientes sistemas deben tener soluciones no triviales?

|

|

| i) apx; tapx,=10 b) a,x, +a,x,=0 c) ayx;+ apx; tapa, =0
| —

| ay X, tayx,=0 dyx; + anpx,=0 Xy + GpXxs + @xx; =0
|

l ay x) + apx;, =0

|
|

. . . . . . . . . . _ .
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Tarea: finalizar la resolucion del TP N° 4

Anclisis de Sistemes  Logica y Algeiva

- ] |T
t,‘:'ll FEH I Tl TP NE 4 "Sistema de Ecuaciones™

&lurnno: A0 acadamico:

Enviarlo al correo: federicostrassera@hotmail.com
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