SISTEMAS DE ECUACIONES

BLOQUE Il . UNIDAD 4



¢Donde quedamos?

LO VISTO

1- PROGRAMA DE CONTENIDOS
BLOQUE I: Ldgica Simbolica. Conjuntos. Relaciones.

UMIDAD 1: Légica Simbdélica

Proposiciones primitivas. Proposiciones compuestas. Conectivos |agicos:
conjuncién, disyuncidn, negacion, condicional, bicondicional. Tablas de verdad.
Tautologia, contradiccidn, contingencia. Proposiciones reciprocas, contrarias,
contrarreciprocas. Equivalencias. Método de demostracion de implicaciones:
directo y contrarreciproco. Leyes logicas. Funciones proposicionales con una y
varias variables. Cuantificadores: universal y existencial. Alcance de los
cuantificadores. Negacién de proposiciones con cuantificadores.

UNIDAD 2: Conjuntos

Conjuntos. Elementos. Relacidn de pertenencia. Diagramas de Venn. Igualdad.
Inclusion. Cardinal. Conjunto potencia. Operaciones con conjuntos: union,
interseccion, diferencia, complemento, diferencia simétrica. Propiedades
algebraicas de las operaciones con conjuntos. Principio de adicion.

UNIDAD 3: Relaciones

Par ordenado. Conjunto producto o producto cartesiano. Particion. Relaciones.
Dominic e imagen. Matriz de una relacion. Grafos dirigidos o digrafos.
Propiedades de las relaciones: reflexiva, irreflexiva, simétrica, asimétrica,
antisimétrica, v transitiva. Relacion de equivalencia. Relacion de orden.
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LO QUE QUEDA POR VER

Unidad 4: Sistema de Ecuaciones Lineales.

Unidad 5: Vectores v Matrices

Unidad 6: Determinantes

BLOQUE III: Vectores en e plano y en el espacio. Rectas en &l plano y en &l
espacio

Unidad 7: Vectores en €l plano v el espacio
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iCoOmo se evaluara?

Para obtener la condicion de regular, €l alumno debera:
- Contar con el 80% de asistencia a las clases dictadas.
- Aprobar con un minimo de & los dos parciales con aplicaciones de los
conocimientos adquiridos.
- Tener entregados los trabajos practicos solicitados.
Para obtener la condicion de promocionado, el alumno debera:
- Contar con el 80% de asistencia a las clases dictadas.
- Aprobar con un promedio de 8 los dos parciales v ninguna evaluacion
parcial con calificacion inferior a 7.
- Tener entregados los trabajos practicos solicitados.

En caso de no alcanzar ninguna de las dos condiciones detalladas, el alumno
quedara en condicion de libre,

En la evaluacidn final de la matena se tiene en cuenta que:

- Los alumnos regulares deben aprobar un examen escrito teornico/practico

final.

- Los alumnos libres deben aprobar un examen practico v uno tedrico.
El examen practico consistird en la resolucion de ejercicios v problemas de
aplicacion.
El examen tedrico constarda de definiciones, desarrollos, demostraciones,
justificaciones v argumentaciones de los razonamientos, conceptos v teoremas
desarrollados en la maternia.
Se considera aprobada la evaluacion final con una nota minima de 6.
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Algebra

BIBLIOGRAFIA OBLIGATORIA Rama de la matematica cuyo objeto de estudio son las estructuras
abstractas que operan en patrones fijos, dentro de las cuales suele
haber numeros, operaciones aritméticas y letras, que representan
operaciones concretas, variables, incognitas o coeficientes.

BIBLIOGRAFIA COMPLEMENTARIA

ALGEBRA LINEAL

Octava edicion

ALGEBRA

UNIVERSIDAD NACIONAL
DEL LITORAL y‘/é
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Unidad 4: Sistemas de ecuaciones lineales

LO CONOCIDO: RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES DE DOS INCOGNITAS CON DOS

ECUACIONES

@EJEHPLH 1.1.1 Sistema con una solucién Unica

Considere el sistema
Jx—2y=4

Sx + 2y =12 (1.1.2)

Si se suman las dos ecuaciones se tiene, por la propiedad A, la siguiente ecuacion: 8x = 16 (es
decir, x = 2). Entonces, si se despeja de la segunda ecuacion, 2y = 12 — 5x = 12 — 10 = 2,
entonces y = 1. Asi, el par (2, 1) satisface el sistema (1.1.2) y la forma en que se encontro la
solucion muestra que es el (inico par de numeros que lo hace. Es decir, el sistema (1.1.2) tiene
una solucion tnica.
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METODOS DE RESOLUCION

Sustitucion

Igualacién

Reduccion

Grafico

Por determinantes (Regla de
Crammer)



C}EJEMPLD 1.1.2 Sistema con un numero infinito de soluciones

Considere el sistema
x— yv=17

2 — 2y =14 (1.1.3)

Se puede ver que estas dos ecuaciones son equivalentes. Esto es, cualesquiera dos niimeros, x
y v, que satisfacen la primera ecuacion también satisfacen la segunda, y viceversa. Para com-
probar esto se multiplica la primera ecuacion por 2, esto esta permitido por la propiedad B. Al
ser ambas ecuaciones equivalentes, lo tnico que podemos hacer es despejar una incognita en
terminos de cualquiera otra de las dos ecuaciones. Entonces x — y = To y = x — 7. Asi, el par
(x, x — 7) es una solucion al sistema (1.1.3) para cualquier niumero real x. Es decir, el sistema
(1.1.3) tiene un nimero infinito de soluciones. Para este ejemplo, los siguientes pares son solu-
ciones: (7, 0), (0, =7), (8, 1), (1, —6), (3, —4) y (—2, —9).

RESOLUCION POR METODO DE IGUALACION

1- Despejamos la variable y de ambas ecuaciones

y=-7+x

y=-7+x

2- Igualamos

-7 +X=-7+X

La expresion es una IDENTIDAD, es decir, tiene solucion para cualquier valor de x e y. Por
lo tanto, el sistema tiene infinitas soluciones.
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C/E’EMP"U 1.1.3  Sistema sin solucién

Considere el sistema

x— y=17
- 1.1.4
2x — 2y =13 (1.149)
Si se multiplica la primera ecuacion por 2 (que de nuevo esta permitido por la propiedad B) se
obtiene 2x — 2y = 14. Esto contradice la segunda ecuacion. Por lo tanto, el sistema (1.1.4) no

tiene solucion.

RESOLUCION POR METODO DE DETERMINANTES
1- Calculamos los determinantes D, , D, y D.

“|=-14+13=-1,, “|=13-14=-1D =

|13 |2 13

E _2=—2+2=0

2- Calculamos D, /D, D, /D
x = D, /D =-1/0 no tiene solucidn
Y=D, /D =-1/0 no tiene solucion.
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Clasificacion

¥ ¥
r \:I. -~

Solucion Unica Sin solucion Numero infinito de soluciones
= X \ > X > X

0 N o 0 \\ ] 0 N\ i

ax+ta,y= b. ax+a,v=bh ax+a,y= b]
ay X + day,y=b, ay X +ayy=by ayx +ayy=b
a) Rectas no paralelas; b) Rectas paralelas; sin c) Rectas que coinciden; nimero infinito
un punto de interseccion puntos de interseccion de puntos de interseccion

SISTEMA

SISTEMA SISTEMA

COMPATIBLE

DETERMINADO COMPATIBEE

INDETERMINADO

INCOMPATIBLE
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Generalizamos

Ahora se procedera a resolver el sistema (1.1.1) formalmente. Se tiene

H||-T+H]1J"|:bl [1 1 I}
ay X +dany=>h

Se deben analizar los siguientes casos:

Caso 1
Caso 11

Caso 111

Caso IV

Caso V

Caso V1

Siay, = a,, = 0, el sistema solo tiene una incognita, que es x.
Sia,, = a,, = 0, el sistema solo tiene una incognita, que es y.

. h
Siap = 0ya,#0,a, #0ya,#0, entonces x = —, y se puede usar la segunda
.y . 11
ecuacion para despejar y.

Siay, = O0ya, #0,a,#0ya,, #0, entonces x = —, vy se puede usar la primera
ecuacion para despejar y.

Sia, =0va,#0, a, #0ya, # 0, entonces y = ai, y se puede usar la segunda
. . 12
ecuacion para despejar x.

=~
= |.5:"'

Siay =0ya, #0,a,#0yay,; #0, entonces y =
ecuacion para despejar x.

, vy se puede usar la primera
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SIStema fOrma| i ax -+ ap; V= "F}I
] i anXx +dany =b

Generalizamos 7 exrasen

Caso VI

El ultimo caso necesita un desarrollo mas detallado, de modo que consideremos que todos los
coeficientes a,,. @,5. @5, ¥ d»; son diferentes a cero.
Si se multiplica la primera ecuacion por a,, y la segunda por a,, se tiene

gy X+ @y, V= dygb,

_ (1.1.5)
Ay X+ a5 ¥ = apb,
Despues, st en (1.1.5) se resta la segunda ecuacion de la primera, se obtiene

Observe que si a,d,, — i, # 0, entonces se puede dividir entre este término para obtener

dy,by — ayy by

X =
tyylyy — dyady,y

Despugés se puede sustituir este valor de x en el sistema (1.1.1) para despejar y, y asi se habra
encontrado la solucion tnica del sistema.
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asaby — a5 b,

v

Generalizamos e |

Se ha demostrado lo siguiente:

Si @yq833 — 8428y * 0, entonces el
sistema (1.1.1) tiene una soluciéon unica.

Podemos asegurar entonces que sia,a,, —a,a,#0, lasrectas no son paralelasy el sistema tiene Unica solucion.
éQué sucede si esiguala 07?
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® Teorema 1.1.1 Teorema de resumen (punto de vista 1)

El sistema
a,, x + apy = b,

de dos ecuaciones con dos incognitas x y y no tiene solucion, tiene una solucion unica o
tiene un nimero infinito de soluciones. Esto es:

i) Tiene una solucion tnica si y solo si @@y, — a5, #F 0.

ii) No tiene solucion o tiene un nimero infinito de soluciones, si y solo si
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I)

IT)

Actividad

De las siguientes afirmaciones con respecto a la solucion de un sistema de dos
ecuaciones con dos incognitas, jcual de ellas no es verdadera?

a) Esun par ordenado que satisface ambas ecuaciones.

h) Su grafica consiste en el (los) punto(s) de interseccion de las graficas de las
ecuaciones.

¢) Su grafica es la abscisa de las graficas de las ecuaciones.

d) Si el sistema es inconsistente, no existe una solucion.

;Cual de las siguientes afirmaciones es cierta para un sistema inconsistente de dos
ecuaciones lineales?

) No existe una solucion.

b) La grafica del sistema esta sobre el gje y.

¢) La grafica de la solucion es una recta.

d) La grafica de la solucion es el punto de interseccion de dos lineas.
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I1I) ;Cual de las aseveraciones que siguen es cierta para el siguiente sistema de ecua-

cliones?
3x—2y=8

4x+ y=17
a) El sistema es inconsistente.
b) La solucion es (—1, 2).
¢) La solucion se encuentra sobre la recta x = 2.
d) Las ecuaciones son equivalentes.

IV) De las siguientes ecuaciones que se presentan, jcual de ellas es una segunda ecua-

cion para el sistema cuya primera ecuacion es x — 2y = —5 si debe tener un niime-
ro infinito de soluciones?
a) 6y = 3x + 15 b) 6x — 3y = —15
1 5 3 15
)y =——x+= d) Zx=3y+—=
9r=T3rTs ) *=Y T3
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LO NUEVO: RESOLUCION DE SISTEMAS n INCOGNITAS CON n ECUACIONES

@EJEMFLﬂ 1.2.1 Solucién de un sistema de tres ecuaciones
con tres incégnitas: solucion Unica

Resuelva el sistema
2x, + 4x, + 6x, = 18
dx; + 5x, + 6xy; =24
3+ xy— 2xy=4
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Analizamos la resolucion que se propone en Grossman S., Flores J. (2012)

44 50lucion  En este caso se buscan tres niimeros X|, X5, X3, tales que las tres ecuaciones
en (1.2.1) se satisfagan. El meétodo de solucion que se estudiara sera el de simplificar las ecua-
ciones como se hizo en la seccion 1.1, de manera que las soluciones se puedan identificar de
inmediato. Se comienza por dividir la primera ecuacion entre 2. Esto da

X+ 2x,+3x,=9 (1.2.2a)
4x, + 5x, + 6xy, = 24 (1.2.2h)
I+ xy— 2xy=4 (1.2.2¢)

Como se vio en la seccion 1.1, al sumar dos ecuaciones se obtiene una tercera ecuacion equi-
valente. Esta nueva ecuacion puede sustituir a cualquiera de las dos ecuaciones del sistema que
se usaron para obtenerla. Primero se simplifica el sistema (1.2.2) multiplicando ambos lados
de la ecuacion (1.2.2a) por —4 y sumando esta nueva ecuacion a la ecuacion (1.2.2b). Esto da

—4x, — 8x, — 12x, = —36
dx, + 5x, + 6x;=24

La ecuacion —3x, — 6x; = —12 es la nueva ecuacion (1.2.25) y el sistema ahora es

x +2x,+3x,=9
_3.-\‘1 - 6‘_‘[‘3 = - ]2
3+ x,— 2xy=4

Entonces, la ecuacion (1.2.2a4) se multiplica por —3 y se suma a la ecuacion
(1.2.2¢), lo que da por resultado:
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(M) nota

Comao se puede ver por el desarrollo
anterior, se ha sustituido la ecuacion
dx, + 5x, + 6x; = 24 por la ecuacion
—3x, — 6x; = —12. En este ejemplo
y Otros posteriores se sustituirdn
ecuaciones con otras mas sencillas
hasta obtener un sistema cuya solucidn
se pueda identificar de inmediato.
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x,+2x,+ 3x;=9 (1.2.3a)
—3x,— 6x;=—12 (1.2.3h)
—5x; — llx; = —23 (1.2.3¢)

Observe que en el sistema (1.2.3) se ha eliminado la variable x, de las ecuaciones (1.2.3h) y
(1.2.3¢). Después se divide la ecuacion (1.2.3b) por —3:

X+ 2%, + 3x;=9 (1.2.4a)
Xa + 2X3 =4 {1.245)
—Sx, — 1lx; = —23 (1.2.4¢)

Se multiplica la ecuacion (1.2.4h) por —2 y se suma a la ecuacion (1.2.4a); después se multiplica
la ecuacion (1.2.4b) por 5y se suma a la ecuacion (1.2.4¢):

X, — x;=1 (1.2.5q)
X;+ 2x;=4 (1.2.5h)
Xy =—3 (1.2.5¢)

Ahora se multiplica la ecuacion (1.2.5¢) por —1:

X, - x;=1 (1.2.6a)
Xy T 2.3('3 =4 {I.Zﬁb)
Xy =13 (1.2.6¢)
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Por ultimo, se suma la ecuacion (1.2.6¢) a la ecuacion (1.2.6a) y despues se multiplica la ecua-
cion (1.2.6¢) por —2 y se suma a la ecuacion (1.2.65) para obtener el siguiente sistema, el cual
es equivalente al sistema (1.2.1):

X = 4
.!El = _.:_'.

Esta es la solucion unica para el sistema. Se escribe en la forma (4, —2, 3). El método que se uso
se conoce como eliminacion de Gauss-Jordan.”

SISTEMA

COMPATIBLE
DETERMINADO

ANALISIS DE SISTEMAS  FCyT SEDE CHAJARI

17



Resumimos los pasos realizados:

i) Se dividio la primera ecuacion, entre una constante, para hacer el coeficiente de x,
igual a 1.

ii) Se “eliminaron™ los términos en x, de la segunda y tercera ecuaciones. Esto es, los
coeficientes de estos términos se hicieron cero al multiplicar la primera ecuacion por
las constantes adecuadas y sumandola a la segunda y tercera ecuaciones, respectiva-
mente, de manera que al sumar las ecuaciones una de las incognitas se eliminaba.

i) Se dividio la segunda ecuacion entre una constante, para hacer el coeficiente de x,
igual a 1 y después se uso la segunda ecuacion para “eliminar” los términos en x, de la
primera y tercera ecuaciones, de manera parecida a como se hizo en el paso anterior.

iv) Se dividio la tercera ecuacion entre una constante, para hacer el coeficiente de x, igual
a | v después se uso esta tercera ecuacion para “eliminar™ los términos de x, de la pri-
mera y segunda ecuaciones.

Esta resolucion se basé en dos propiedades
basicas que utilizaremos a partir de ahora.

Propiedad A Sia=hbhyc=d, entoncesa +c=5b+d
Propiedad B Sia = by ¢ es cualquier mimero real, entonces ca = ch.

v
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