INVERSA DE UNA MATRIZ

BLOQUE Il . UNIDAD 4



ACTIVIDAD

Multiplicar las matrices Ay B ¢ Qué caracteristicas tiene la matriz resultante?

()G )
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2 — 1 0
5) : (_31 25) = (O 1) La matriz resultante es la matriz IDENTIDAD 2x2, |,

(D) pefinicién 2.4.1

Matriz identidad
La matriz identidad [, de n * n es una matniz de n X n cuyos elementos de la

® Nota diagonal principal son iguales a 1 v todos los demas son 0. Esto es,

La diagonal de A = (a;) consiste en las

COMPONENtes &y, &y, dyy, €L A Menos 1 sii=j

que se establezca de otra manera, se I,=(by) donde b;=q, i#j (2.4.1)
hara referencia a la diagonal principal

simplemente como |a diagonal.

Sea A una matnz cuadrada de m % n. Entonces

La matriz identidad es elemento neutro en la
multiplicacion de matrices.
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Inversa de una matriz

La inversa de una matriz
Sean 4 v B dos matrices de n X n. Suponga que
AB=BA =1

Entonces B se llama la inversa de 4 y se denota por 4™, Entonces se tiene

A4 = A4 =]

51 A tiene inversa, entonces se dice que A es invertible.

________________________________________________________________________________________

Esta definidon no establece que toda

matriz cuadrada tiene inversa. De he- A partir de esta definicion se deduce
cho, existen muchas matrices cuadradas inmediatamente que (A™")" = Asi A
que no tienen inversa (ejemplo 2.4.3 de es invertible.

la pagina 106).
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Teorema | 51 una matriz A es invertible, entonees su inversa ¢s Unica.

-demostracion:

Suponga que la matriz A no tiene Unica inversa.
Suponga que By C son dos inversas de A.
Se puede demostrar que B = C.
Por definicidn, como B es inversa de A, se tiene AB = BA = 1.
De la misma forma, como C es inversa de A, AC=CA=1.
Por la ley asociativa de la multiplicacion de matrices se tiene que:
B(AC) = (BA)C
Entonces
B=BI=B(AC)=(BA)C=IC=C
B=C
y el teorema queda demostrado.
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Sean A y B dos matrices invertibles de n X n. Entonces 4B es invertible y
Teorema |l
[AB}_I — B—IA—I

-demostracion:

Inversa de una matriz

Para probar este resultado es necesaria la definicion 2.4.2. Es decir, B 'A™!' = (AB) ' a1
v solo si B'A71 (AB) = (AB)B 'A7") = I Se trata, inicamente, de una consecuencia
va que

(B'AYWAB)= B A '"A)\B=RB'IB=RB'B=1

ecuacion (2.2.6), pigina 68

(AB)B'A ) = ABB VA '=AlA "= A4 ' =1
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Aclaracion

Veamos una relacion

rallxl Toa,x, teeetax, =';;I
a,x,+a,x, +vta x =h
Considere ¢l sistema de n ecuaciones con n incognitas

a x ta x t+---ta x =b

Ax = b

v

y suponga que A es invertible. Entonces , , , -
El sistema lineal anterior se puede escribir

.Jr?;:.."l_lh' .-"!_I.-"!=I i1 Tz I X 1
ﬂ]l az i 1‘1 b:

x=A"'b Ix=x - -
a a, - a, X, b,

@ Teorema 2.4.4 Solucién de sistemas de ecuaciones lineales
en términos de su matriz inversa

51 A es invertible, ¢l sistema Ax = b (2.4.2)

A'Ax=4""b se multiplico el término de la izquierda por A"
tiene una solucion tnicax = A~ 'b i

Esta es una de las razones por la que se estudian las matrices inversas.
Ya que se ha definido la inversa de una matriz, surgen dos preguntas basicas.

Pregunta 1. ;Qué matrices tienen inversa?

Pregunta 2. Si una matriz tiene inversa jcomo se puede calcular?
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CJEJ'EMPLD 2.4.2 Calculo de la inversa de una matrizde 2 x 2

R
Sea A=
| —

J- Calcule A~"s1 existe.

Para calcular la matriz inversa de una dada, se puede utilizar la reduccién
por renglones sobre las dos matrices aumentadas al mismo tiempo,
considerando la nueva matriz aumentada, la cual esta formada por la
matriz de coeficientes de A y la matriz identidad de igual tamano que A:

7 -3 | 1 0)
4 5|0 1]

Ahora se llevan a cabo los cdlculos realizando las operaciones por
renglones sobre todo el rengldn. Nuestro objetivo es reducir la matriz A a
la matriz identidad. En ese proceso, obtendremos, la matriz inversa.

ANALISIS DE SISTEMAS  FCyT

[ 2 _3
| -4 5
—

SEDE CHAJARI

Calculamos la inversa de una matriz (Método del Espejo)



Verificacion

Podemos verificar si la matriz calculada es la inversa de la matriz A écdémo?
Recurriendo a la definicidon de matriz inversa

i
s
L
Il
Y
L
i
Il
by

—
|
I=d bk

|
[ S

Entonces A es invertible y 47! [
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@JEJEMFLD 2.4.3 Una matriz de 2 % 2 que no es invertible

Sea A=[

]. Determine s1 A es invertible v s1 es asi, calcule su mversa.
-2 —4

Fa "

81 se aplica la misma logica que en el ejemplo 2.4.1 se puede escribir este sistema en la forma de
matriz aumentada (4 | [) v reducir por renglones:

1 2| 1 0] gor+28 (1 2| 1 0
-2 —4 ] 0 1 To o] 21
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Probamos

—4
3

_Calcule A" s1 existe.

- Posibles soluciones:

o)

3/10 4/10
~1/10 2/10

( )

3/10 4/10
~1 2

( )
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Sea A=| 4
3

Calculo de la matriz inversa de una matriz de 3x3

4
5
1

6

6 | (vea el ejemplo 1.2.1 en la pagina 8). Calcule A" si existe.
-2

a4 Solucion  Primero se pone A seguido de Fen la forma de matriz aumentada

00

Lo
=

v después se lleva a cabo la reduccion por renglones.

R, — R,

R,— 4R,

1
4
3

[

= Ln

]

—

= =D k=

0

-0 D

Pk ] Lk pod e

Rk, -4k, |1 2 3| -foo

Bk, =3k -3 -6 ] -2 10

0 -5 —-11 | -2 0 1

5

0 0| g p-2¢ |1 0 -1 ] -3
% 0 K, =R, +5R, 01 7 | % _
— L0

0 1 00 -1 | 4
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[—T —]

5 2
1o -1| -3 3
_B2R o1 o2 2 -1 o
11 5
oo 1 |- 3
Como A se redujo a [ se tiene
-3 3 -1 (-6
a_| 5 o_n _ ]
."I : __"4-_ _T 2 —E Eﬁ
-1 i —11
il E]
Verificacion
—1é 14 -6 2
1
A'1A=E 26 —22 12 4
—11 1o -6 3
También se puede verificar que 447" = 1.
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ko R (I 00| - 1
R, —R, - 1R, . D10 | |_1"; _%
lu 01| -5 3
14 —6 ‘ o |
_29 12 s: actoriza Emfmquc.us
calculos sean mas sencillos
10 —6
6 (6 00
i =E a6 0|=T1
-2 0 6

12



Algunas relaciones que podemos ir observando ...

@} Teorema 2.4.6

Sea A una matnz de n X n.
i) A es invertible s1 y s0lo 51 A es equivalente por renglones a la matnz identidad [ ;
esto es, s1 la forma escalonada reducida por renglones de A es [,
ii) 4 es mvertible s1 y solo si el sistema Ax = b tiene una solucion unica para cada
vector de dimension n b.
iii) Si A es invertible, entonces la solucién Gnica de Ax = b estd dada porx = A7 'h.
iv) A es invertible si y s6lo s1 su forma escalonada reducida por renglones tiene n

pivoles.
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INWVERSA DE UNA MATRIZ CUADRADA

11. En los problemas 1 a 12 determina si la matriz dada es invertible. De ser asi, calculala.

(=]

Tarea: ejercicios del TP N° 5 o

-
M B ==

a realizar: 11, 12, 13. i (11 o) (1 ua

9 (o 2 2 . (o 1 1 11 0 12 0 12

-

0o 1) lo o 1 | I
4 o
25 5U propia invearsa.

o 7/
Tambien se puede probar 12, wusstraquelamatrz = (3, %
13. Muestra que para Ay B matrices invertibles de nxn, AB es invertible y (AB)'=B".A"
14, De manera analoga, muestra que si A, B y C son matrices invertibles, entonces ABC es

resolver 14y 15

invertible y (ABC)'=C*. BLA"

4 0 0
15. Demuestre que lamatriz 4 = (3 0 ﬂ) no es invertible.
2 -1 3
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