VECTORES Y MATRICES

OPERACIONES CON VECTORES Y MATRICES

BLOQUE Il . UNIDAD 5



En la actualidad casi todas las ramas de la fisica clasica y moderna se representan mediante el lenguaje de vectores. Los
vectores también se usan, cada vez mas, en las ciencias bioldgicas y sociales.2 En el capitulo anterior, se describio la
solucién de un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas como un par de numeros (X, y) y para un sistema de tres
ecuaciones con tres incognitas una posible terna solucién es (4, 22, 3). Tanto (x, y) como (4, 22, 3) son vectores.

(D> Definicién 2.1.1
Vector renglén de n componentes
Un vector de n componentes se define como un conjunto ordenado de n nimeros escritos

de la siguiente manera: .
} Ejemplos
& TS TR X,) (2.1.1)

iii) (2, — 1,0, 4) es un vector renglon (o un vector de dimension 4)

(D» pefinicion 2.1.2 .

Vector columna de n componentes ivl | 0fes un vector columna y un vector cero

Un vector columna de # componentes ¢s un conjunto ordenado de n nidmeros escritos de 0
la siguiente manera:
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4 : X, se denomina la primera
I\/I a S a C ‘ a ra C I O n eS componente del vector, x, es
la segunda componente, y

o, , asi sucesivamente. En
Los vectores se denotan con letras minusculas negritas como u,

v, a, b, ¢, y asi sucesivamente. Un vector cero se denota por 0.
Mas aun, como en términos generales resultara obvio cuando
se trate de un vector rengldon o de un vector columna, se hara
referencia a ellos simplemente como “vectores”.

términos generales, x, se

denomina la k-ésima
componente del vector.

() observacién

Se puede obsenar aqui par qué el
ceden en que se escriben ks compo-
nentes de um wecton es sumamente
impartante. Es evidente que los

30 1]
veCtones 153 ¥ ﬁ tiemen signifi-
10 1]

cados muy distintas para el compeadon
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Definicion as ¢
()2 2.1.5 o
Matriz e T
NN\\~‘ Jl't.:"'n.

Una matriz A de m X n es un arrcglo rectangular de »m nimeros dispuestos en m ren- RRE
glones y n columnas

(Un ayy Ate-nllpy s iy

dy Gy oy, 't
A=| ° ; 5 : (2.1.3)
a, a)y a, a,

Laul gy un) o oy

El simbolo m X nse lee “m por ™. A menos que se establezca lo contrano, se supondra siempre
que los nimeros en una matnz o vector son reales. El vector renglon (a,,, g, ... ¢ ) se llama ren-

ay,
e a : 4
ghon i y el vector columna f’ sc¢ llama columna j. La componente o elemento ij de A, denotado
d,,
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IGUALDAD Y SUMA DE MATRICES

(D) Definicién 2.1.6 Son itales st
lgualdad de matrices if) [_1 D] ¥ {D _l] ¢ on.lgua o
e e e e e - b b malrices?
1) son del mismo tamano y 1 0 1 0 0
2} las componentes correspondientes son iguales. iif) ol ¥ 010
@mﬂ-ldin 2.1.7 (D’
Advertencia
Suma de matrices Ei |
Sean A = (a v B = (b)) dos matrices m * n. Entonces la suma de A v Besla Jempo La swuma de dos matrices se define
matriz m % n, A + B dada por ) Gnicamente cuando las matrices son
» 2 4 -6 7 1 & -2 2 5 0 5 del miimu:_- WI'U'-’GLWEJ'E“P'E'.
ay by aptbhy o @y, Ty 1 3 2 1|+ 2 3 4 3|=| 36 6 4 0 es pasible sumar las matrices
A+ B= - +br.ll}= iy, +F?3] g '-l'bzl T iy, +h3n (2.1.4) -4 3 -5 5 -2 1 4 4 -6 4 -1 Q 12 3 =1 1]
: : : ¥| 2 =5]als
LU | +hm] e +bnrl T By +hrnn d‘ 5 E
4 7
Es decir, A + B es la matriz s g gue s obtiene al sumar las componentes -'1
corTesponds de 4 v B.
rentes : rnahtﬁlfu'edmﬂ“]y 2|.Es
3
deck;, san incomgpatibles bajo & suma.
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(D) Definicién 2.1.8

Multiplicacion de una matriz por un escalar

51 4 = (a,) es una matnz de m X 7 y 5 o s un escalar, entonces la matnz m x n, ad,

esta dada por

el Oedly -

il i,
u.—1={r.'m”]= * -

od,,, W,

|'.'I'r.'|'|_v
[ L7 BN
" (2.1.5)

e

ma

Esto s aed = (o) o3 la matnz obienida al multplicar cada componente de A por a. 51
ad = B=(b), cntonces b, = cea parai=1,2,..., myji=12,..., n.
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Multiplicacion de una matriz/vector por un escalar

@ EJEMPLO 2.1.6 Mualtiplos escalares de matrices

1 -3 4 2 (2 -6 8 4
5::3.-1=: 3 1 4 B.Entnnmﬁ}.‘.-i:: ] 2 § 121,

-2 35 7 -4 & 10 14

-+ 1 -4 -3 0000
—gd=(-1 -3 —§ -2| y 04=|0 0 O O

-1 -§ -1 000 0

C EJEMPLO 2.1.7 Suma de multiplos escalares de dos vectores

4] (-2
{..a 1 _1_
Sea A= i ¥y b=|{ i. Calcule 2a — 3h.
i) L o)
(4 (-2} [ 8 6} [14
. ; | | 7 —-132
24 50lucion 22— =2|% +i—3l ol PR PP el I
1 -3 | 2 9 1m
\3 Lol ls o) | &

SEDE CHAJARI




1) iCual de las siguicntes FACIONES ) R pars [ matoe 1V} ;Cudles serian los elementos de la segunda columna de la matriz B si
| 2 3
¥ I -4 0 000
T -1 0 +B= _
s B -1 o 0 0
) Es una matriz cuadrada. a) -2, —§ 1 by 4, -8
) Si se multiplica por o escalar —1, &l producto es [_; _? ‘;]_ c) 1.8, —1 d) —4.8

¢) Es una matriz de 3 % 2. ¥} [Cual de las sigmentes opciones debe ser el segundo renglon de la mainz B si

34 P i4 — B = 2 para
Es la suma de - .
9 [']’ 2 ﬂ]}l[ o1 ﬂ}

1 I o o
A=|0 0 JjyC=|0 1 Of?
4 0 o1

) jCuil de los incisoses 24 — 4BsiA= (2 0 O)y B=(3 1)? 20
a) (-8 —4
51 (5 0 n} a) —3, 2,6 b) 0,-2.9
e ile —4 0 €) 3, -2 6 d) 0,2, -9

d) Esta operaciin no se puede realizar.

1T} JCudl de las siguientes afirmaciones es necesaria cuando se encuentra la diferencia
(restas) de dos matrices?

a) Las matrices deben ser del mismo tamatio.

B} Las matrices deben ser cuoadradas.

¢) Las matrices deben ser ambas vectores renglon o vectores columna.
) Una matnz debe ser un vector renglon v la otra un vector columna.
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e FACMORES o caewi. Jea. . matrie 1V} ;Cudles serian los elementos de la segunda columna de la matriz B si
1 2 3
? 3 -4 0 00 0
T —1 0 +B= :
s B -1 o 0 0
a) Es una matrie cuadrada. a) —2 —§ 1 B) 4, -8
B} Si se multiplica por el escalar — 1, el producto es {_-,lr _‘]? _;] ) 2,8, —1 dy —4. B

¢) Es una matriz de 3 % 2. ¥} [Cual de las sigmentes opciones debe ser el segundo renglon de la mainz B si

i4 — B = 2 para
.n'}E5Ia|s|.1m|.|1:l-|.-['-Jr : 4]3.'[_2 : l}.
T 20 o1 o

1 I o o
A=|0 0 JjyC=|0 1 Of?
4 0 o1

) jCuil de los incisoses 24 — 4BsiA= (2 0 O)y B=(3 1)? 20
a) (-8 —4
51 (5 0 n} a) —3,2,6 By 0, -2.9
e ile —4 0 €) 3, -2 6 d) 0,2, -9

d) Esta operaciin no se puede realizar.

1T} JCudl de las siguientes afirmaciones es necesaria cuando se encuentra la diferencia

(restas) de dos matrices?

a) Las matrices deben ser del mismo tamafio. e} Respuestas a la autoevaluacion

&) Las matrices deben ser cuadradas. . -
¢) Las matrices deben ser ambas vectores renglon o vectores columna. 1) &) I]} d) 1L} a) I¥) B) vl 8

) Una matnz debe ser un vector renglon v la otra un vector columna.
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Producto vectorial

(D) Definicién 2.2.1

Producto escalar
oy by
| b,

Sean a=| . |yb=] | dos vectores. Entonces el producto escalar de a ¥ b denotado
d.! h.l

por a - b, esta dado por
a-b=ab + aby + -+ ah, (2.2.1)
Debido a la notacion en (2.2.1), ¢l producto escalar se llama con frecuencia producto

punio o producto interno de los vectores. Observe gue el producto escalar de dos vectores
de dimension » es un escalar (es decir, s un nmerce).

iEl producto punto de

vectores es un nimero
(no un vector)!

ANALISIS DE SISTEMAS

':' EJEMPLO 2.2.2 Producto escalar de dos vectores

—4 3
Seaa=|-2|yb=|-2| Calculza-b.

3 -5
Ad50lucion a-b=(—HE+(--D+(GH-5=—-12+4—-15=-23.

i" EJEMPLO 2.2.3 Producto escalar de dos vectores

1
i
Scaa= (2 —5.4,—6)y b= 4| Calcule a - b.

3

4 A50lucCion  Aquia-b=(2)(1)+ (—5H0) =+ (AN —T) +(—6N3I) =2+ 0 —28 — 18 = —44.

FCyT
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Teorema

(T» Teorema 2.2.1

Sean a, by e tres vectores de dimension » v sea o un escalar. Entonces

ija-0=10
i) a-b=h-a {ley conmutativa del producto escalar)
iiij a-(b+cj=a-b+a-c {ley distributiva del producto escalar)

iv) (ca) - b= ala - b)

Algunos ejemplos:

(_32>.<8>=0+0+0=o @ | (E%) REIPNE %) @ o
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Producto de matrices

@.m 232 Dos matrices se pueden multiplicar unicamente
N si el numero de columnas de la primera matriz
Sca A = (a,) una matriz m X n, y sca B = (b} una matrizn X p. Entonces ¢l producto es igual al nimero de renglones de la segunda.
de A v Bes una matnz m * p, C= (c ). en donde

¢, = (renglén i de A) - (columna j de B) (2.2.3) | —3
1 -1
A=|2 4| y B= :
Es decir. el elemento i de A B es el producto puntoe del renglon §de 4 v la columng § de ) [1 T] 1 2 3 8
B. 51 esto se exiiende, sc obtiene 3 3 2 —1 4 2
ey= daby+ aghy + ... +ach, (2.2.4) 1 4 6 -1
o o | 1 4 -2 [ﬂ 1
Si el mimero de columnas de 4 es igual al mimero de renglones de B, entonees se dice
que A ¥ B son compatibles bajo la multiplicacion. 30 4 2 3 3 8
1 0
A4 2
2 4 6 1
/Qué matrices se pueden
multiplicar?
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@EJEHPL& 2.2.4 Producto de dos matrices de 2 x 2

1 3 i -2
Bl A= y 8= ]-u:al-:ulc AB vy BA.
-2 4 5 6

Resscnbiendo las matrices se tiene

la. codummma die &

|

ler. englon die A—s| | 3] 3 -2
-2 405 &

=l "l[]]—l 15=18
I::: A 5

D manera similar, para calcular ¢ s¢ tiene

Veamos un ejemplo

2a columna de F

|

ler.renglénde 4A—=| 1 3|3 -2
-2 415 &

-2
e, =l 3}( ﬁ]=—l—lﬂi=l{1

Siguiendo el procedimiento se encuenira que

3
La =(-2 4|{5}=—ﬁ+lﬂ=l4
¥
-3
o =(—2 4][ ]=4+24=2'R
- 6
Entonces
C=AB= 18 1&
14 28

Antes de comenzar, conviene determinar el orden de la matriz resultante. En este
caso, A es una matriz de 2 x 2 y B es una matriz de 2 x 2, entonces C=AB = (2 x 2) x (2

X 2) también es una matriz de 2 x 2.
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Ejemplo 2

@ EJEMPLO 2.2.5 El producto de una matriz de 2 x 3 y una de 3 x 4 esta definido 4
pero el producto de una matriz3 x 4 yuna de 2 % 3 no lo esta en= (2 0 =3.|o0|=2
2
20 -3 T —1 4 7
Eca.-!=[4 | 5] y B=| 2 5 0 —4| Calcule AB. 7
-3 2 3 ey= (4 1 5 2|=15
-3
41
en= (2 0 -3) 2|=13 en= (2 0 —3)| 5|=-5 2
-3 1
Aji,Aﬁ’:[E'jr -
15 6 24 39

g

=(2 0 -3)
-1
(4 1 5| 5
1
7
(4 1 5).|—4
3

]. Esto completa ¢l prohlema. Observe que el producto B4 no esta

definido ya que el nimere de columnas de 8B (cuatro) no es igual al mimero de renglones de 4

{dos].

;Se puede resolver esta multiplicacion? A es una matriz de 2 x 3 y B es una matriz de 3 x 4. Por lo que el numero de columnas de A es igual al

numero de renglones de B. Por lo tanto, el producto AB esta definido y es una matriz de 2 x 4
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Resolver, de ser posible las siguientes multiplicaciones entre matrices.

- JUNH S
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¢Queé propiedades se verifican en |a
multiplicacion de matrices?

@} Teorema 2.2.2 Ley asociativa de la multiplicadon de matrices (’Ollé SUCBde con Ia Iey COnmUlatiVa? (,ES Vé]lda‘)

Sea A = () una matrz de w X m, B = (5] una matnz de m X py O = (c,) una matrz
de p % g. Entonces la ley asociativa

Probamos: realizar, de ser posible A.By B.A

AlEC) =(AB)C (2.2.5)

1 -2}
1 -1
—| | — {
A=|2 -|-I v B 5 7

T |

] 3
(i)- Teorema 2.2.3 Leyes distributivas de la multiplicacion de matrices b '

51 todas las sumas y todos bos productos sigmentes estan definidos, entonces

A{B+ C)= AR+ AC (2.2.T}

(4+ By =AC+ BC (1.1.K)
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Tarea: ejercicios del TP N° 5 a

realizar: 3,4,5vy 6.

Correo: federicostrassera@hotmail.com ANALISIS DE SISTEMAS ~ FCyT

Andlisis de Sistemas  Ldgica y Algebra

TP ME 5 “Matrices y Determinantes™

Alumno: Afio académico:

Codr ver gue se whiliro wnr contidod considershie de dotos =& foce necesorio organizonkas de manrers
Gue s pusdan menéjar & ientificor sin dificulted. Ung maneéro de logrorks &5 escribir los datos én forma
tobulor, de esta formo odgweren significedo p t& preden manipulor de momero muy simpke p dgi. Esto
dispasicidn de los dotos corresponde o lfos motrices. Arthur Cayley mtrodwio los motrices y tuvo lo
copoeidod de war y descubvir que ezat cojos numéricrs e podion considerar coma un nuewa bipo de
ohjetos matemndticos. (nterpretd gue si podia dar definiciones opropiodos pora o swma p o
multiplicodidn logrant créar v nuevo siitema metemdtico coma modelo pare moches aplicacionss &n
Ios ciencias sociales, noturmies y fo economie. En este trobojo prdctico, estudioremos cdmo funsfiaman
estas chjetos bojo los operodones slementales. Al misme tiempo colcularemas matrices Nverses, gue
junto con el cdiculo de determinantes, nos permibivdn eshoblecer conesianes con o unidades po
trobojodes.

OPERACMWES CON MATRICES

1. Escriba y clasifigue de acuerdo al orden la matriz A = (a,) de 352 que cumple:
Q=135 i=j
my==1sf izf

2. Escriba y clasifigue de acuerdo al orden la matriz A = (a,) de 353 que cumple:

ay=03s i<j ag==1s1 izj
1 + -4 7 5 -9
3. Realiza las operaciones indicadascond = -2 -2 | B=| 0 1 |¥C=[32 0
o -8 B -3 6 1
a 3k b. -TA+2C . C-a'-§
d. BB-7A+0C e, B-[2As0) f. -3B+4C

g Encuentra una matriz O tal que 2A44+B-D es la matriz cero de 2x3.
h.  Encuentra una matriz & tal que A+B+G es la matriz de 2x3 con todos sus elementos
iguales a 1.

4. §Son iguales las matrices? Justifica.

al 4 -1 &) 341 1=2 B+l
-2 3 o ¥ |-2 142 3-3
oD 2 2 0
b
I
o1 o1a0
€}
10 100
1 -1 2 3 [1 3]
iceg: A .8 C=| i
5. Sean las matrices: |2 2 |41 ﬁ.h' {9 of

verifica gue si bien AB = A.C, B y C no son iguales, es decir, el producto de matrices no es

cancelativo.

6. En bos problemas 23 a 28, realiza los caloulos indicados.
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